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Abstrak

Dalam studi ini, telah ditelaah kembali persamaan medan Einstein yang efektif untuk ruang-
waktu 5D dalam teori Kaluza Klein. Teori Kaluza-Klein merupakan teori yang
menggabungkan gaya gravitasi dengan gaya elektromagnetik secara klasik dalam dimensi
ruang-waktu (4d + I). Studi lebih difokuskan pada perumusan medan Einstein untuk metrik
Kaluza-Klein, ungkapan simbol Christoffel yang tidak bernilai nol, ungkapan tensor Ricci yang
tidak nol, ungkapan kelengkungan skalar dari geometri ruang-waktu 5D, serta ungkapan tensor
Einstein untuk ruang-waktu 5D. Penjabaran ini dibatasi sampai pada kasus vakum yang dapat
direduksi menjadi persamaan medan Einstein 4D sehingga memberikan makna fisis. Hasil
yang diperoleh merupakan tinjauan klasik, yakni adanya kelengkungan ruang-waktu akibat
hadirnya kopling antara medan elektromagnet dan medan skalar terhadap gravitasi yang
dijelaskan melalui persamaan medan Einstein. Yang di mana medan elektromagnetik juga
bergantung pada medan skalarnya.

Kata Kunci : Persamaan Medan Einstein, Metrik Kaluza-Klein, Simbol Christoffel, tensor
Ricci

1. Latar Belakang

Pada tahun 1915, Albert Einstein secara Einstein) dengan gaya elektromagnet
brilian membangun teori relativitas umum, (diwakili persamaan Einstein-Maxwell).
khususnya persamaan medan Einstein yang Ide brilian ini lahir pada tahun 1921 oleh
menghubungkan geometri dari ruang waktu Theodor Kaluza yang memperkenalkan
dengan distribusi materi yang ada di wawasan tentang alam semesta yang terdiri
dalamnya [1]. Persamaan ini pertama kali lebih dari 4 dimensi, di mana manifold 5D
diterbitkan oleh Einstein dalam bentuk dapat digunakan untuk menyatukan teori
persamaan tensor, di mana menghubungkan relativitas umum Einstein dengan teori
kelengkungan ruang dan waktu lokal elektromagnetik dari Maxwell [2]. Esensi
terhadap energi-momentum lokal di dalam dari hipotesis tersebut bersifat khusus dari
kelengkungan ruang-waktu tersebut. Selain tensor metrik pada dimensi kelima, yakni
itu, ungkapan persamaan Maxwell yang terdapatnya medan skalar yang tidak
diperluas ke dalam geometri ruang-waktu dikenal dan biasa disebut dengan dilaton.
melengkung memberikan kerangka Selanjutnya, pada tahun 1926, Oskar Klein
berpikir untuk menggabungkan gaya memperkenalkan hipotesis bahwa dimensi
gravitasi (diwakili persamaan medan kelima  melengkung  dan  bersifat
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mikroskopis dan untuk menjelaskan
kondisi tersebut, maka diperlukan syarat
silinder. Klein menyarankan bahwa
geometri dimensi kelima ekstra dapat
berbentuk lingkaran dan memberikan
kontribusi pada teori klasik dengan
menyediakan metrik 5D yang dapat
dinormalisasi. Selain itu, Klein juga
memberikan sebuah interpretasi quantum
dari manifold 5D yang diperkenalkan oleh
Kaluza yang bersesuaian dengan asas
ketidakpastian Heisenberg dan Persamaan
Schrodinger [3.4].

Berbagai modifikasi skema untuk 5D
untuk hipotesis Kaluza, termasuk ide Klein
[3,5] untuk memadatkan dimensi ekstra
telah ditelaah oleh beberapa ilmuan seperti
Jordan, Bergmann, dan beberapa lainnya
[5-11] selama bertahun-tahun, tetapi tidak
diperluas dan hanya dibatasi untuk kasus
5D yang  disertai  dengan  teori
penggabungan gaya interaksi nuklir kuat
dan lemah yang telah dikembangkan.
Pertanyaan yang jelas adalah apakah gaya-
gaya baru ini dapat disatukan dengan
gravitasi dan elektromagnetisme dengan
metode yang sama dalam ruang-waktu 5D
tersebut. Namun pada tahun 1963, De Witt
memperluas kasus ini ke dalam wawasan
yang lebih kompleks dan lebih rumit
dengan memperkenalkan simetri gauge
(gauge symmetry) sebagai simetris dari
ruang-waktu serta kehadiran dari medan
elektromagnet sebagai vektor medan gauge
(gauge field) dalam 4D [12]. De Witt
adalah orang pertama yang menyarankan
penggabungan kelompok pengukur SU(2)
non-Abelian dari Yang dan Mills ke dalam
teori Kaluza-Klein dimensi (4 + d). Hal ini
jleas memerlukaan minimal tiga dimensi
tambahan. Untuk kasus ini telah ditelaah
oleh orang lain [13-15] dan diselesaikan
sepenuhnya pada saat Cho dan Freund
[16,17] pada tahun 1975. Pengamatan yang
dilakukan oleh Temurbek Mirzaev, dkk.
Memperoleh sifat optik lubang hitam yang
berotasu dalam teori Kaluza-Klein yang
dijelaskan oleh massa total, putaran, dan
muatan listrik dan magnet. Selain itu, bayangan
lubang hitam Kaluza-Klein yang diperoleh
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tidak dapat dibedakan dari pengamatan lubang
hitam Kerr [18]. Dengan demikian, penulis
menelaah kembali persamaan medan Einstein
untuk metrik 5D Kaluza-Klein dengan
mengkopling medan elektromagnetik  dan
medan skalar dengan gravitasi secara klasik.

2. Perumusan Medan Einstein untuk
Metrik Kaluza-Klein

Pertama, perlu ditinjau anzast untuk
teori Kaluza-Klein dalam bentuk tensor
metrik kovarian diberikan oleh persamaan:

=[5
- [ ;} ZvAﬂAv wj] )

Sedangkan dalam bentuk kontravariannya
adalah

—ab _ [guv gSv]

) ~ ~
gSV gSS
g,uv —Av
=\_av 2,1 (2)
AV A +¢

. ]
dengan asumsi bahwasanya % = 0. Hal

ini mengindikasikan bahwasanya tidak ada
medan yang bergantung pada dimensi
kelima. Sehingga semua turunan akan
bernilai nol.

Dalam persamaan (1) di atas, bentuk
gy merepresentasikan  metrik  dalam
ruang-waktu 5D,  sedangkan g,
merepsentasikan metrik standard dalam
ruang-waktu 4D. Di mana metrik 5D
merupakan kompaktifikasi ruang-waktu 4D
dengan potensial vektor elektromagnet
(A*). Metrik 5D mempunyai 15 komponen,
dimana 10 komponen dari ruang waktu 4D,
sebuah koordinat tambahan yang dikenal
sebagai koordinat internal dalam aplikasi
fisika  partikel, tensor Ricci 5D,
kelengkungan skalar Ricci 5D, tensor
Einstein 5D, dan sebuah bentuk dari waktu
Kaluza-Klein pada keadaan vakum (Ggp, =
0).

Selanjutnya, diperlukan  simbol
Christoffel dari persamaan (1) yang tidak
nol. Komponen Crishtoffel jenis kedua
diungkapkan dengan persamaan
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=a _ 1 ~qd[0Gba , 9Gca _ OJbc

The =59 [5xc + 50 — axd] (3)
Komponen-komponen simbol Christoffel
jenis kedua yang tidak nol adalah

s = lgsd [agsd + 0Jsd _ ﬂ] _ %A"avl/)

2 x5 x5 oxd
=5 _1.5g [357501 0gva _ 55751;]
Isy Zg oxV + x5 ox4

1 1 1
= EAal/)Fav + EA“AVO,ZI,D + ﬁavl/)
~5 _1.5p (agaﬁ 9dvp _ agav)
Fav = Zg oxV ox« oxB +
1 .55 (agas 9gvs ﬂ)
2 axv axa axs

1
= —AgTy, + - AP A Fg, +
1 1
EAﬁAai,bFﬁv +2 (0,4 + 0,45) +
1
ﬁ (Avaal/) + Aaavlp) +

1
EAaAﬁAvaﬁll))
fv. =1 5vd 0gsa |, 9gsa _ agss]
55 2 x5 x5 axd
1.
=73 Mo
v _ 1oy [agSH 9Gau _ agsa]
sa =39 | 5xe ¥ 525~ 2an) T
1xvs [agss + 0Jas _ 6&75:1]
2 ox@ x5 0x5

1
= Egvﬂ [lpFau - Aaaulp)

4, =g [Ta . Ta D]
) dx# axv dx®
1
= Ffv + Egﬁa [AvwF;'m + Aulvaa +
Ay A, 0, Y]

Dengan adanya 6 simbol Christoffel yang
tidak nol, dimungkinkan untuk diperoleh
persamaan gerak geodesik dari metrik yang
diberikan. Hubungan indentitas dari simbol
Christoffel yang tidak nol adalah

fes+A4,0% =0

s+ =T =0 “4)
Selanjutnya dihitung tensor Ricci 5D, di
mana merupakan hasil dari penjumlahan
dari potongan-potongan yang berbeda
dalam koordinat 5D. Potongan-potongan
tersebut adalah ﬁw 'ﬁus ,Rss . Untuk
menentukan tensor Ricci yang tidak nol,
maka diungkapkan dengan persamaan
_ 0lg, 0T,

Rab = ~gcb T 9xC dxb
+T5a T — Thalie (5)
Dengan  mempertimbangkan  asumsi
sebelumnya, bahwasanya tidak ada
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interaksi medan pada dimensi kelima, maka
diperoleh hubungan identitas Rz = 0 .
Dengan demikian, tensor Ricci yang tidak
bernilai nol adalah
Rys =Rés =Ress +RYys

= 0,Ig5 — 055 + I, I'gs — Tgelee

= VPP + 5 (0 Y) (@)

—-0y (6)

Di mana O=o0kg, = L2 _y2
u c2 9t2

dinamakan  d’Alembertian merupakan

operator Laplace dalam ruang Minkowski
dan  Fup = 0,Ap — 0pA,  merupakan
tensor kuat medan elektromagnetik.
Misalkan ¢ = ¢, maka akan diperoleh
hubungan alami dari suatu divergensi yang
bentuknya

Rss=—¢ 0 ¢ +;02FPF,p (1)

Sama dengan sebelumnya, karena adanya
asumsi 0sG,, =0 , maka diperoleh
identitas dari R>ss = 0, sehingga
Rus = Rics = Ryss + Riys
= 0ylgs — 050y + F;/ﬁrfs - f&;}ﬁ f(fv
1 3 ~
= Elpg'guauFaB + ZFa,Baﬁlp + AaRSS (8)
ﬁuv = ﬁﬁsv + ﬁﬁav
= (05T, — 0,5, + TE,T0, — T,T0 ) +
(aaﬁfv - avf‘gu + ~gﬂf‘fv - ~1sz f;wz)
1 1
= Ruv - Ed)zgaﬁFuaFvﬁ - gauavd) +
AyAyRss + A, (Rys — AyRss) +
A,(Rys — AyRss)

di mana Ry, adalah tensor Ricci 4D.

9)

Hal terakhir yang dicari sebelum
mendapatkan tensor FEinstein adalah
kelengkungan skalar (Ricci curvature),
yang merepsentasikan bagian
kelengkungan dari
menentukan sejauh mana materi akan
cenderung menyatu atau divergen terhadap
waktu. Dengan menjumlahkan persamaan
(7), (8), dan (9), maka diperoleh ungkapan
kelengkungan skalar untuk 5D, yakni

R = g* ﬁuv +g" ﬁus +g°® Rss

ruang-waktu yang
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= g“vﬁﬂv + ZAu'ﬁuS + (A2 + %) §55
1., g 1
=R — le)F ﬁFa[; +ﬁ(aﬂlp)(a“l[)) -
kel
=R—%¢2F“ﬁFaﬁ—%D¢ (10)
dengan R adalah kelengkungan skalar pada
4D.

3. Tensor Einstein 5D

Pada bagian ini ditinjau persamaan
medan Einstein yang diungkapkan G, =
KTMV = ﬁab
tidak terdapat sumber materi, akan tetapi

— ~GapR . Dalam diskusi ini,

tensor  Einstein (5ab) akan tetap
bergantung  terhadap  tensor  energi
momentum (Tap)- Terjadinya

kelengkungan ruang-waktu dikarenakan
adanya sumber gravitasi dan sumber
elektromagnet.

Selanjutnya ditinjau komponen-55 dari
tensor Einstein yang diberikan oleh

~ ~ 1. =
Gss = Rss — E.gabR
3 1
= ~YF*FFup — YR (11)

Dalam hal ini, @ menggambarkan
kehadiran medan skalar. Untuk komponen

campuran dari tensor Einstein,
diungkapkan

~ ~ 1 ~ ~

Gsy = Rsy — EQSVR

= %lpgaﬁaﬁFva + %Fvaaalp +A RSS -
~4,(R- (92 F Py 20 $)

= %lpgaﬁaﬁFva + %Fvaaalp +
A,Gss (12)

Sedangkan tensor Einstein untuk bagian
), maka diberikan

1 ~ ~
v EguvR

ruang waktu (Guv
G =Ry

= R[I.V - %g#vR + AﬂAv655 + AIL(GV5 -
AyGss) + Ay (Gys — A,Gss) —
_l/)( ;wz vﬁ .g,quaﬁFaﬁ) -

ﬁ (V#Vvll) —9uv o l/))
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G,uv = G;w _i(vuvvd) — 9w U ¢) -
%d’z (gaﬁEvaﬁ - %gquaﬁFaﬁ) +
AyA,Gss + A, (Gys — A,Gss) +
Ay (Gys — A,Gss) (13)

Dari 15 komponen persamaan medan yang

diberikan, di mana keadaan waktu dari

Kaluza-Klein pada keadaan vakum

dipaksakan R, = 0 sehingga memberikan

makna fisis, yakni suatu kontribusi metrik
4D dalam dunia 5D. Dengan demikian,
persamaan (7-8) dapat dituliskan menjadi

1 1
Ruv = __¢2 F;'WF'uv +$¢u;v
Ve
VaFaﬁ - - thﬁ
O¢ = aﬁF“B (14)
Secara umum, hal ini dapat dianggap
persamaan medan  Einstein  untuk

kelengkungan ruang-waktu akibat hadirnya
medan elektromagnet dan medan skalar.
Selain itu, dari persamaan (14) bagian
kedua, juga memenuhi persamaan Maxwell
di mana sumber bergantung pada medan
skalar, serta persamaan gelombangnya
yang bergantung pada potensial skalarnya.
Dengan demikian, teori Kaluza-Klein
secara umum merupakan penyatuan
terpadu dari gravitasi, elektromagnet dan
medan skalar

Untuk dapat memberikan makna fisis
dari persamaan (14), maka perlu ditinjau
hubungan ketiga persamaan tersebut ke
dalam kasus khusus untuk metrik 4D dan
bentuk potensial elektromagnet. Bentuk
metriknya adalah sebagai berikut:

ds? = eV dt? — et dr? — e#r? (dO? +
sin? 8 d¢p?)
A(Z = (AOI 05010) (15)

di mana v,u, A, adalah sebuah konstanta
yang hanya bergantung pada r. Sedangkan
bentuk potensial elektromagnetik (4g)
hanya bergantung pada t . Dengan
demikian, bagian ketiga dari persamaan
(14) dapat direduksi menjadi

¢'+<” A2 )¢— o*e (4y)" (16)



DEWANTARA. ]. Tech., Vol. 02, No. 01 (2021), Hal. 48 - 53

Bagian kedua dari persamaan (14) secara
gamblang dapat dilakukan pengintegralan
dan memberikan

r__ ¢ A1) /2
AO = —@ e(V+ +w/ (17)
dengan C adalah suatu konstanta

sembarang. Dari persamaan (17), maka
dapat diperoleh perumusan bagian ketiga
dari persamaan (14) yang memberikan 3
relasi, yakni

r_af ' '
e (A Yy
¢2€_V(A6)2
v+ 2u" + (V')2+2(/")22-1'(V’+2u’) N
W ev(ap)? -
!
G
1- %e‘““’W2 [,u” + M n

vi-A'+ap' 2 ]
T T2

1 -1 ! 2 4)’

Zehrr2(y +;)$ (18)
Dari 5 persamaan (16-18) merupakan suatu
solusi yang saling berhubungan dan belum

diketahui  kuvantitas dart1  konstanta
¢, Ay, v, A, dan p.
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